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 الفصل الخامس 

Trigonometric Function: لدوال المثلثيةا  

     لصوووووووووو  (0,0)في   ئمي   مكزها   لممسووووووووووود    𝜃بدلال   لز  ي   لممكزي  سووووووووووودو ل مو سووووووووووو               
 .𝑟قطمها 

 مسوووووووووود     ل ط     لضوووووووووو    لا م   𝑋ع ى  حدر  لز  ي   لممكزي   لتي  حد ضوووووووووو    ا   ط     𝜃فاذ  كال   
,𝑃(𝑥في  ل  ط   لأصل  ي ط   ح ط  لد ئمة  𝑦) :فان 

𝑠𝑖𝑛𝑒:      𝑠𝑖𝑛𝜃 =
𝑦

𝑟
 

𝑐𝑜𝑠𝑖𝑛𝑒:  𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑥

𝑟
 

𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡:  𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝑦

𝑥
 

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡:  𝑐𝑠𝑐𝜃 =
𝑟

𝑦
 

𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡:  𝑠𝑒𝑐𝜃 =
𝑟

𝑥
 

𝑐𝑜𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡:  𝑐𝑜𝑡𝜃 =
𝑥

𝑦
 

  لم          ل  ض  لا م كما ي ي: لساب   يمك   إيجا  علاق  ب   ب ض  لد        لت اريف 

𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃
 

𝑐𝑜𝑡𝜃 =
1

𝑡𝑎𝑛𝜃
=
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃
=
𝑐𝑠𝑐𝜃

𝑠𝑒𝑐𝜃
 

𝑐𝑐𝑠𝜃 =
1

𝑠𝑖𝑛𝜃
    ,    𝑠𝑒𝑐𝜃 =

1

𝑐𝑜𝑠𝜃
  

  هي: 𝑟  لص  قطمها (0,0) مكزها  لما كال    ا ل   لد ئمة  لتي 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 

 

                𝜃 
𝑥 −𝑥 

−𝑦 

𝑦 

𝑃(𝑥, 𝑦) 

r 
y 
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𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃
(

    ت مو  لد لت   
𝑠𝑖𝑛, 𝑐𝑜𝑠

) 

⟹ 𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑟2 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑟2 

⟹ 𝑟2(𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃) = 𝑟2               ÷ 𝑟 

⟹ 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 1 

   لذي يمك      لاله  شت اق قد ل   أ مى    ا: هم قد ل    لد     لم         هذ   حد 

➢ 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜃 

➢ 𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 1 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 

➢ 𝑡𝑎𝑛2𝜃 = 𝑠𝑒𝑐2𝜃 − 1    𝑜𝑟      𝑠𝑒𝑐2𝜃 = 𝑡𝑎𝑛2𝜃 + 1     

➢ 𝑐𝑜𝑡2𝜃 = 𝑐𝑠𝑐2𝜃 − 1       𝑜𝑟    𝑐𝑠𝑐2𝜃 = 𝑐𝑜𝑡2𝜃 + 1  

  لد     لم      كحاصل جم  ما    طمح ما كما ي ي: ز  يت   ف مك   ن لجد  𝐴   𝐵 ذ  كال  كل    

➢ 𝑐𝑜𝑠(𝐴 + 𝐵) = 𝑐𝑜𝑠𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵 − 𝑠𝑖𝑛𝐴 𝑠𝑖𝑛𝐵 

➢ 𝑐𝑜𝑠(𝐴 − 𝐵) = 𝑐𝑜𝑠𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵 + 𝑠𝑖𝑛𝐴 𝑠𝑖𝑛𝐵 

➢ 𝑠𝑖𝑛(𝐴 + 𝐵) = 𝑠𝑖𝑛𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵 + 𝑠𝑖𝑛𝐵 𝑐𝑜𝑠𝐴 

➢ 𝑠𝑖𝑛(𝐴 − 𝐵) = 𝑠𝑖𝑛𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵 − 𝑠𝑖𝑛𝐵 𝑐𝑜𝑠𝐴 

Prove that: 𝑡𝑎𝑛(𝐴 ∓ 𝐵) =
𝑡𝑎𝑛𝐴∓𝑡𝑎𝑛𝐵

1±𝑡𝑎𝑛𝐴 𝑡𝑎𝑛𝐵
 ? 

Proof 

𝑡𝑎𝑛(𝐴 + 𝐵) =
𝑠𝑖𝑛(𝐴 + 𝐵)

𝑐𝑜𝑠(𝐴 + 𝐵)
   (𝐵𝑦 𝑑𝑒𝑓. 𝑜𝑓 𝑡𝑎𝑛) 

=
𝑠𝑖𝑛𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵 + 𝑠𝑖𝑛𝐵 𝑐𝑜𝑠𝐴

𝑐𝑜𝑠𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵 − 𝑠𝑖𝑛𝐴 𝑠𝑖𝑛𝐵
  (

 حسب  قالدن  جم   أ  طمح  ز  يت    لد لتي
𝑠𝑖𝑛, 𝑐𝑜𝑠

) 
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=

𝑠𝑖𝑛𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵 + 𝑠𝑖𝑛𝐵 𝑐𝑜𝑠𝐴
𝑐𝑜𝑠𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵

𝑐𝑜𝑠𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵 − 𝑠𝑖𝑛𝐴 𝑠𝑖𝑛𝐵
𝑐𝑜𝑠𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵

 

=

𝑠𝑖𝑛𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵
𝑐𝑜𝑠𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵

+
𝑠𝑖𝑛𝐵 𝑐𝑜𝑠𝐴
𝑐𝑜𝑠𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵

𝑐𝑜𝑠𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵
𝑐𝑜𝑠𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵

−
𝑠𝑖𝑛𝐴 𝑠𝑖𝑛𝐵
𝑐𝑜𝑠𝐴 𝑐𝑜𝑠𝐵

 

=

𝑠𝑖𝑛𝐴 
𝑐𝑜𝑠𝐴 

+
𝑠𝑖𝑛𝐵 
 𝑐𝑜𝑠𝐵

1 −
𝑠𝑖𝑛𝐴 
𝑐𝑜𝑠𝐴 

 
𝑠𝑖𝑛𝐵
𝑐𝑜𝑠𝐵

 

=
𝑡𝑎𝑛𝐴 + 𝑡𝑎𝑛𝐵

1 − 𝑡𝑎𝑛𝐴 𝑡𝑎𝑛𝐵
 

,𝑠𝑖𝑛  لتي     باستخد   قد ل   جم  ز  يت      طمح ز  يت    لان  𝑐𝑜𝑠 تال  :يمك   شت اق  ل د ل    ل 

➢ 𝑐𝑜𝑠(2𝜃) = 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 

⟹ 𝑐𝑜𝑠(2𝜃) = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 

➢ 𝑠𝑖𝑛(2𝜃) = 𝑠𝑖𝑛(𝜃 + 𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 

⟹ 𝑠𝑖𝑛(2𝜃) = 2 𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝑐𝑜𝑠(2𝜃)  لان لد  ست م  ا  ل د ل   = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃,   𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 1  

 ف  د جم   لم ا لت   لحصل ع ى:

2𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝜃       𝑜𝑟   𝑐𝑜𝑠 2𝜃 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 1   

  ع د طمح  لم ا لت   لحصل ع ى:

2𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 1 − 𝑐𝑜𝑠 2𝜃       𝑜𝑟   𝑐𝑜𝑠 2𝜃 = 1 − 2𝑠𝑖𝑛2𝜃  

 ه:ز ج   كما للاحظ أ لافم  ا      فم ي      ا      ت سم  لد     لم       لى لدع   
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𝑐𝑜𝑠(−𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑒𝑐(−𝜃) = 𝑠𝑒𝑐𝜃
} 𝑒𝑣𝑒𝑛 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 

𝑠𝑖𝑛(−𝜃) = −𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑠𝑐(−𝜃) = −𝑐𝑠𝑐𝜃
𝑡𝑎𝑛(−𝜃) = −𝑡𝑎𝑛𝜃
𝑐𝑜𝑡(−𝜃) = −𝑐𝑜𝑡𝜃}

 

 
𝑜𝑑𝑑. 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑠 

  هي:  ا  لم     لت ج     له اك ز  يا  اص  يجب حفظ 

𝜽 0 
𝝅

𝟔
 

𝝅

𝟒
 

𝝅

𝟑
 

𝝅

𝟐
 𝝅 

𝟑𝝅

𝟐
 𝟐𝝅 

𝒔𝒊𝒏𝜽 0 
1

2
 

1

√2
 

√3

2
 1 0 −1 0 

𝒄𝒐𝒔𝜽 1 
√3

2
 

1

√2
 

1

2
 0 −1 0 1 

𝒕𝒂𝒏𝜽 0 
𝟏

√𝟑
 1 √3 ∞ 0 ∞ 0 

,𝑠𝑖𝑛  ن تستخد  قد ل   جم     طمح ز  يت   لد لتييمك ك أي ا  لطالب  𝑐𝑜𝑠  :لت مه   ن 

➢ 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 2𝜋) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 

➢ 𝑠𝑖𝑛(𝜃 + 2𝜋) = 𝑠𝑖𝑛𝜃 

➢ 𝑡𝑎𝑛(𝜃 + 2𝜋) = 𝑡𝑎𝑛𝜃 

➢ 𝑐𝑜𝑡(𝜃 + 2𝜋) = 𝑐𝑜𝑡𝜃 

➢ 𝑠𝑒𝑐(𝜃 + 2𝜋) = 𝑠𝑒𝑐𝜃 

➢ 𝑐𝑠𝑐(𝜃 + 2𝜋) = 𝑐𝑠𝑐𝜃 

➢ 𝑐𝑜𝑠 (𝜃 +
𝜋

2
) = −𝑠𝑖𝑛𝜃 

➢ 𝑐𝑜𝑠 (𝜃 −
𝜋

2
) = 𝑠𝑖𝑛𝜃 
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➢ 𝑠𝑖𝑛 (𝜃 +
𝜋

2
) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 

➢ 𝑠𝑖𝑛 (𝜃 −
𝜋

2
) = −𝑐𝑜𝑠𝜃 

Graphs of Trigonometric Function: التخطيط البياني للدوال المثلثية 
1) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 

Domain: ℝ (𝑖. 𝑒. −∞ < 𝜃 < ∞) 

Rang: −1 < 𝑠𝑖𝑛𝜃 < 1 (𝑖. 𝑒.  𝑅𝑦 = [−1,1]) 

Period: 2𝜋 

 

 
 

2) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 

Domain: ℝ (𝑖. 𝑒. −∞ < 𝜃 < ∞) 

Rang: −1 < 𝑐𝑜𝑠𝜃 < 1 (𝑖. 𝑒.  𝑅𝑦 = [−1,1]) 

Period: 2𝜋 
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3) 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝜃 

 𝐷𝑦: ℝ {
𝜋

2
(2𝑛 + 1)}⁄ , 𝑛 = 0,±1,±2,±3,… 

𝑅𝑦 = (−∞,∞) 

Period: 𝜋 

 

 

4) 𝑦 = 𝑠𝑒𝑐𝜃 

 𝐷𝑦: ℝ {
𝜋

2
(2𝑛 + 1)}

𝑛=0

∞
⁄  

𝑅𝑦 = ℝ (−1,1)⁄  

Period: 2𝜋 
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5) 𝑦 = 2𝑠𝑖𝑛𝜃 

𝐷𝑦: ℝ 

𝑅𝑠𝑖𝑛 = [−1,1] 

𝑅𝑦 = [−2,2] 

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 

 

𝑦 = 2𝑠𝑖𝑛𝜃 
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6) 𝑦 = |𝑠𝑖𝑛𝜃| 

𝐷𝑦: ℝ 

𝑅𝑠𝑖𝑛 = [−1,1] 

𝑅𝑦 = [0,1] 

 

 

7) 𝑦 = 5 cos(2𝜃) 

𝐷𝑦: −2𝜋 ≤ 2𝜃 ≤ 2𝜋 

      −𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 

𝑅𝑐𝑜𝑠 = [−1,1] 

𝑅𝑦 = [−5,5] 
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Exercises 

A)  Graph the following functions over the given intervals of 𝜃 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑐𝑠 

1) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 (
𝜃

2
) 

2) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(3𝜃) 

3) 𝑦 = 1 + 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 

4) 𝑦 =
1+𝑐𝑜𝑠(2𝜃)

2
 

5) 𝑦 = |𝑠𝑖𝑛(4𝜃)| 

6) 𝑦 = 2 𝑠𝑖𝑛(𝜃 + 𝜋) 

B) Which of the following equations have the same graph? 

1) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 

2) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 

3) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(−𝜃) 

4) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(−𝜃) 

5) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 (𝜃 +
𝜋

2
) 

6) 𝑦 = −𝑠𝑖𝑛(𝜃) 

7) 𝑦 = −𝑐𝑜𝑠(𝜃) 

8) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 (𝜃 +
𝜋

2
) 

9) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝜋) 

10) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝜃 + 𝜋) 

11) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃 − 𝜋) 

12) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝜃 − 𝜋) 

13) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 (𝜃 −
𝜋

2
) 
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Limits of Trigonometric Function:  لدوال المثلثيةغاية ا  

➢ 𝑙𝑖𝑚
𝜃→0

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜃
= 1 

➢ 𝑙𝑖𝑚
𝜃→0

𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 

➢ 𝑙𝑖𝑚
𝜃→0

𝑐𝑜𝑠𝜃 = 1 

➢ 𝑙𝑖𝑚
𝜃→0

𝑡𝑎𝑛𝜃

𝜃
= 1 

➢ 𝑙𝑖𝑚
𝜃→0

𝑐𝑜𝑠𝜃−1

𝜃
= 0 

Examples: find the following limite. 

1) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

𝒔𝒊𝒏𝟑𝒙

𝒙
 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

3𝑠𝑖𝑛3𝑥

3𝑥
,𝑤ℎ𝑒𝑛 𝑥 → 0, 𝑡ℎ𝑒𝑛 3𝑥 → 0 

= 𝑙𝑖𝑚
3𝑥→0

3𝑠𝑖𝑛3𝑥

3𝑥
= 3 𝑙𝑖𝑚

3𝑥→0

𝑠𝑖𝑛3𝑥

3𝑥
= 3(1) = 3 

2) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒙 𝒔𝒊𝒏
𝟏

𝒙
 

𝑙𝑒𝑡 𝑦 =
1

𝑥
⟹ 𝑥 =

1

𝑦
 

𝑥 → ∞⟹ 𝑦 ⟶ 0 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑦→0

1

𝑦
𝑠𝑖𝑛 𝑦 = 𝑙𝑖𝑚

𝑦→0

𝑠𝑖𝑛𝑦

𝑦
= 1 

 

H.W 

1) 𝑙𝑖𝑚
𝜃→0

𝑠𝑒𝑐𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜃2
 

2) 𝑙𝑖𝑚
ℎ→2

𝑐𝑜𝑠
𝜋
ℎ

ℎ − 2
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Exercises: 
Find the following limite, if it exist? 

1) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(𝑡𝑎𝑛(2𝑥). 𝑐𝑠𝑐(4𝑥))   

2) 𝑙𝑖𝑚
𝜃→0

1−𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜃2
 

3) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛(5𝑥)

𝑥 𝑐𝑜𝑠(5𝑥)
 

4) 𝑙𝑖𝑚
𝑡→0

5𝑡

𝑡𝑎𝑛(6𝑡)
 

 


